Priprave na MMO 2024 — 3. domaca naloga

1. Poisci vsa prastevila p, za katera je 2P 4 p? prastevilo.
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2. Doloci ostanek stevila 7777 pri deljenju s 37.

3. Poisci vsa taksna naravna Stevila n, da sta zadnji dve stevki stevila n enaki zadnjima
dvema stevkama Stevila 7" 4 11™.

4. Tocka na celostevilski mrezi je jeZeva, e sta njeni koordinati tuji si naravni Stevili. Dokazi,
da obstaja kvadrat 2023 x 2023 tock z naravnimi koordinatami, ki ne vsebuje jezeve tocke.

Naloge resujte samostojno. Pisne resitve je potrebno poslati najkasneje do 12. 12. 2023 preko
e-maila na naslov priprave.mmo@gmail.com. Resitvam prilozite tudi podpisano izjavo o
samostojnem delu. Ce boste pri resevanju nalog uporabili kaksno literaturo (v tiskani ali
elektronski obliki), navedite reference. Standardne literature (knjige Altius, Citius, Fortius in
e-revije Brihtnez) ni potrebno navajati.

Izjava o samostojnem delu

Spodaj podpisani(-a) ... (ime in priimek) izjavljam, da sem
vse naloge reseval(-a) samostojno in brez pomoci drugih oseb.

.................. (kraj in datum) Podpis:



Resitve

1. Za vsako prastevilo p > 3 velja p> =1 (mod 3). Hkrati vemo tudi, da je v tem primeru
2 = 2 (mod 3), saj je p liho stevilo. Sledi torej 2 + p*> = 0 (mod 3), kar pomeni, da za
vsako prastevilo p > 3 stevilo 27 + p? ni prastevilo.

Ostaneta le se primera p = 2 in p = 3, v katerih dobimo zaporedoma 22 + 22 = 8 in
23 + 3% = 17. Stevilo 2P + p? je torej prastevilo le, ¢e je p = 3.

2. Po malem Fermatovem izreku vemo, da je

76 =1 (mod 37),

7
saj je 37 prastevilo. Zanima nas torej ostanek Stevila 77 pri deljenju s 36. Oglejmo si
ostanke Stevila 7% pri deljenju s 36:

7% mod 36
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Ugotovimo, da je 7 = 1 (mod 36). Ker velja 77 = 17 = 1 (mod 6), lahko zapisemo
7" = 6k + 1 za neko naravno Stevilo k. Vemo torej

77 =7 Z 1k 7 =7 (mod 36).
Zmova zapisimo tabelo ostankov:

7% mod 37
7
12
10
33
9
26
34

N O U= W N |3

7
Sledi 777 =77 = 34 (mod 37).

3. Zelimo poiskati vsa taka naravna Stevila n, da je 7" + 11" = n (mod 100). Oglejmo si
najprej, za katera naravna stevila n velja 7% + 11" = n (mod 4). Ce je n liho naravno
stevilo, je

T4+ 11"=3+3=2 (mod4),

kar ni mogoce, zato v tem primeru ni resitev. Ce je n sod, pa je

T+11"=1+1=2 (mod 4).



Ugotovimo torej, da mora veljati n = 2 (mod 4).

Sedaj nas zanima $e, za katera naravna Stevila n je 7" + 11" = n (mod 25). Ker velja
n =2 (mod 4), vemo, da je 7" = —1 (mod 25). Torej mora veljati 11" = n+1 (mod 25),
iz ¢esa lahko sklepamo, da je 11" = n+1 (mod 5). Po drugi strani pa vemo, da za vsako

naravno Stevilo k velja
11" =1"=1 (mod 5).

Sledi, da je n+1 =1 (mod 5), kar pomeni, da je n =0 (mod 5). Ker je po binomskem
izreku
11° = (10 +1)° =10° +5-10* +10-10° + 10- 10>+ 5- 10+ 1 =1 (mod 25),
lahko na podlagi tega ugotovimo, da je 11" = 1 (mod 25). Tako velja
"+11"=-1+1=0 (mod 25),
od koder sledi, da je n = 0 (mod 25). Ker smo ze dokazali, da je n = 2 (mod 4), mora
veljati n = 50 (mod 100).

Dokazati moramo Se, da za vsa naravna Stevila n, kjer je n = 50 (mod 100), res velja
7" 4+ 11" = n (mod 100). Ker je v tem primeru n sodo stevilo, lahko tako kot zgoraj
pokazemo, da je 7" 4+ 11" = 2 (mod 4). Hkrati pa vemo tudi, da je n = 0 (mod 5), kar
pomeni, da velja 7" + 11" = 0 (mod 25). Po kitajskem izreku o ostankih torej sledi

™+ 11" =50=n (mod 100).
Resitev so tako vsa naravna stevila n, ki zados¢ajo n = 50 (mod 100).

. Zelimo poiskati taksni naravni stevili A in B, da nobena izmed tock oblike (A+m, B +n)
za 1 < m,n < 2023 ni jezeva.

Naj bo X = {p11,P12,---,Pa023.2023} mnozica prastevil, ki ima 2023? elementov. Sesta-
vimo sistema kongruenc

=-m (mod py,) in B=-n (modpnm,)

za vse 1 < m,n < 2023.

Po kitajskem izreku o ostankih imata ta sistema kongruenc resitev za A in B, saj so
moduli paroma tuji. Vemo torej, da taksni naravni stevili A in B obstajata.

Oglejmo si tocko (A +m, B +n). Ker velja
A+m=-m+m=0 (modpy,,) in B+n=-n+n=0 (mod pm,n,),

sledi pypn | A+ m in ppyn | B +n. Nobena izmed tock oblike (A + m, B + n) za
1 < m,n < 2023 torej ni jezeva. S tem smo nasli kvadrat 2023 x 2023 tock z naravnimi
koordinatami, ki ne vsebuje jezeve tocke.



